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　　摘　要：　本文提出了一种基于加权Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小化（ＷｅｉｇｈｔｅｄＳｃｈａｔｔｅｎｐＮｏｒｍＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＷＳＮＭ）的磁
共振图像重构算法，该方法利用磁共振图像的非局部自相似性，并结合Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数和不同秩元素重要性的加权因
子，实现磁共振图像重构过程的低秩约束．此外，采用交替方向乘子算法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，
ＡＤＭＭ）来求解基于ＷＳＮＭ磁共振图像重构的非凸最小化问题．实验结果表明，相比于最近的磁共振重构算法，基于
ＷＳＮＭ的磁共振图像重构方法具有更好的重建效果，可获得更高的峰值信噪比（ＰｅａｋＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）和更
好的结构相似性（ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＳｉｍｉｌａｒｉｔｙ，ＳＳＩＭ）．
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ｕｓｅｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｎｏｎｃｏｎｖｅｘｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｏｆＭＲＩｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂａｓｅｄＷＳＮＭ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｏｔｈｅｒｓｔａｔｅｏｆｔｈｅ
ａｒｔｍｅｔｈｏｄｓｉｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ，ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄａｃｈｉｅｖｅｓａｈｉｇｈｅｒｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｑｕａｌｉｔｙｗｉｔｈｈｉｇｈｅｒｐｅａｋｓｉｇｎａｌ
ｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ（ＰＳＮＲ）ａｎｄｂｅｔｔｅｒｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ（ＳＳＩＭ）ｉｎｄｅｘ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｍａｇｎｅｔｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｉｍａｇｉｎｇ（ＭＲＩ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ；ｎｏｎｌｏｃａｌｓｅｌｆｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ；ｗｅｉｇｈｔｅｄＳｃｈａｔｔｅｎｐ
ｎｏｒｍｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ

１　引言
　　磁共振成像（ＭａｇｎｅｔｉｃＲｅｓｏｎａｎｃｅＩｍａｇｉｎｇ，ＭＲＩ）具
有对身体检查无创，无辐射的优点，因而被广泛的运用

在病理检查和临床诊断过程中．在早中期的磁共振成
像中，设备扫描时间较长，如一次心脏扫描需要大约数

小时左右，甚至更长时间，这限制了磁共振成像的应用

范围．近年来，基于压缩感知的磁共振成像［１，２］（ＣＳ
ＭＲＩ）技术，可以极大地减少Ｋ空间的采样数目，从而缩

短对病人的扫描时间，减少病人在扫描过程中所承担

的痛苦．压缩感知利用图像的可压缩性和稀疏性，从很
少的观测值中重建出没有混叠的图像．ＣＳＭＲＩ重构问
题可以表示成：

ｍｉｎ
Ｘ

１
２ Ｙ－ＵＦＸ

２
Ｆ＋λΨＸ １ （１）

其中Ｘ∈ＣＣ槡Ｎ×槡Ｎ为重建的 ＭＲ图像；Ｆ∈ＣＣ槡Ｎ×槡Ｎ为离散

傅里叶变换矩阵；Ｕ∈ＲＲ槡Ｍ×槡Ｎ（Ｍ＜Ｎ）为欠采样矩阵；Ｙ∈
ＣＣ槡Ｍ×槡Ｎ是Ｋ空间中欠采样数据，Ψ代表着稀疏变换（例
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如离散余弦变换，小波变换，轮廓波变换［３］等等）；参数λ
控制着图像稀疏性和数据保真度之间的平衡．

ＭＲ图像的稀疏表示通常在 ＣＳＭＲＩ重建中起着至
关重要的作用，然而自然图像不能被任何的已知基（例

如离散余弦基，小波基）精确地稀疏表示．为了寻求合
适的基，自适应的字典学习被提出来，字典学习的目的

就是从所给的训练集中训练得到一个字典（基函数的

集合），以便训练集中的元素可以用字典稀疏表示，其

中ＫＳＶＤ［４］作为经典的过完备字典学习算法，被广泛运
用在图像去噪［５］和重构［６］中．尽管如此，由于字典学习
的计算复杂性较大［４，６］，忽略了训练集元素之间的相邻

关系［７］，因此它的应用仍受到限制．
最近，基于非局部自相似性（ＮｏｎｌｏｃａｌＳｅｌｆＳｉｍｉｌａｒｉ

ｔｙ，ＮＳＳ）和低秩矩阵逼近的先验知识在图像处理方面取
得了巨大的成功［８～１０］．这些算法在对待非凸秩函数时，
常用核范数代替求解，然而，为了追求凸性质，核范数不

管值的大小都平等地对待每一个奇异值，限制了其在

实际应用中的灵活性．为了改善核范数最小化（Ｎｕｃｌｅａｒ
ＮｏｒｍＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＮＮＭ）的缺点，加权核范数最小化［１１］

（ＷｅｉｇｈｔｅｄＮｕｃｌｅａｒＮｏｒｍＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＷＮＮＭ）被提出使
用权重来惩罚矩阵奇异值之间的差异．

本文中，我们提出了一种基于加权 Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数
最小化［１２］（ＷｅｉｇｈｔｅｄＳｃｈａｔｔｅｎｐＮｏｒｍＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＷＳ
ＮＭ）的磁共振图像重构算法．相比于 ＷＮＮＭ，ＷＳＮＭ不
仅可以更好地逼近原始低秩假设，而且还考虑了不同

秩元素的重要性，因此作为图像的低秩约束，大大提高

重构质量，此外交替方向乘子算法［１３］（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃ
ｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）来求解相关的非凸最
小化问题．本文使用真实的全采样下的磁共振图像来
验证所提出方法的性能．

２　基于加权Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小化的磁共振
图像重构算法

２．１　加权Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小化
我们先简短的介绍非局部自相似性，以便能更好

理解在图像处理中，借助非局部相似块而形成的矩阵

的低秩特性．图像Ｘ∈ＲＲ槡Ｎ×槡Ｎ被分割成ｎ个有重叠像素
的图像块（ｐａｔｃｈ）ｘｉ∈ＲＲ槡ｄ×槡ｄ（ｉ＝１，２，…，ｎ）．给定一个
参考图像块ｘｅ，我们从一个大小 Ｓ×Ｓ的搜索框中寻找
出ｍ－１个最相似的块，那么包括参考块 ｘｅ在内的 ｍ
个图像块就构成了一个集合 Ｓｉ．通常情况下，为了减少
计算量，欧式距离被用来评估图像块之间的相似程度，

距离越短，两个图像块更相似．将 Ｓｉ中的每个图像块按
列堆积成列向量，那么最终集合Ｓｉ便形成一个大小为ｄ
×ｍ矩阵Ｘｉ，我们称Ｘｉ为分组（Ｇｒｏｕｐ）．由于矩阵Ｘｉ的
列向量之间自相似，Ｘｉ矩阵具有低秩性，因此 ＣＳＭＲＩ

便转换成求解以下优化问题

ｍｉｎ
Ｘ

１
２ Ｙ－ＵＦＸ

２
Ｆ＋λ∑

Ｌ

ｉ＝１
Ｒａｎｋ（Ｘｉ） （２）

其中Ｌ是图像Ｘ按照上述方法分组的数量．求解表达式
（２）中的秩函数是非凸的 ＮＰ问题，因此核范数最小化
（ＮＮＭ）常常被用来代替秩函数最小化，作为凸松弛约束．

矩阵Ｘ∈ＲＲｎ×ｍ的核范数定义成 Ｘ  ＝∑
ｍｉｎ｛ｎ，ｍ｝

ｉ
｜σｉ（Ｘ）｜，

其中σｉ（Ｘ）代表 Ｘ的第 ｉ个奇异值．然而，ＮＮＭ往往过
度收缩秩元素并且平等的对待每个秩元素，因此加权

核范数（ＷＮＮＭ）被提出来赋予奇异值不同的权重，对
其进行不同程度的收缩，使得更多有用的信息被保留．

结合Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小化［１４，１５］和 ＷＮＮＭ的加权
性，提出了一种加权 Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小化［１２］（ＷＳ
ＮＭ），该方法不仅可以更好地逼近原始秩函数，而且还
考虑了不同秩元素的重要性．矩阵 Ｘ∈ＲＲｎ×ｍ的加权

Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数定义如下：

Ｘ ｗ，ｓ＝ ∑
ｍｉｎ｛ｎ，ｍ｝

ｉ
ｗｉσｉ（Ｘ）( )ｐ

１
ｐ

，０＜ｐ≤１ （３）

其中ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，ｗｍｉｎ｛ｎ，ｍ｝］表示权重向量，那么加权
Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数的ｐ次方为

Ｘ ｐ
ｗ，ｓ＝ ∑

ｍｉｎ｛ｎ，ｍ｝

ｉ
ｗｉσｉ（Ｘ）

ｐ，０＜ｐ≤１ （４）

结合加权Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小化的ＣＳＭＲＩ重构问题可
表示为：

ｍｉｎ
Ｘ

１
２ Ｙ－ＵＦＸ ２

Ｆ ＋λ∑
Ｌ

ｉ＝１
Ｘｉ

ｐ
ｗ，ｓ （５）

２．２　基于ＷＳＮＭ的磁共振图像重构算法
交替方向乘子法［１３］（ＡＤＭＭ）将用于求解基于 ＷＳ

ＮＭ算法的磁共振图像重构，其基本思想是利用目标函
数的可分离性，将原问题分解为若干个极小化子问题，

然后交替地进行求解．引入辅助变量 Ｚ，构建约束 Ｘ＝
Ｚ，则表达式（５）等价于

ｍｉｎ
Ｘ，Ｚ

１
２ Ｙ－ＵＦＸ

２
Ｆ＋λ∑

Ｌ

ｉ＝１
Ｚｉ

ｐ
ｗ，ｓｓ．ｔ．Ｘ＝Ｚ （６）

等式（６）迭代地解决以下子问题：

Ｘｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
Ｘ

１
２ Ｙ－ＵＦＸ

２
Ｆ＋
ρ
２ Ｘ－Ｚ

ｔ＋Ｃｔ ２Ｆ（７）

Ｚｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
Ｚ

ρ
２ Ｘ

ｔ＋１－Ｚ＋Ｃｔ ２Ｆ＋λ∑
Ｌ

ｉ＝１
Ｚｉ

ｐ
ｗ，ｓ（８）

Ｃｔ＋１＝Ｃｔ＋（Ｘｔ＋１－Ｚｔ＋１） （９）
其中Ｃ为对偶变量．固定Ｚｔ和Ｃｔ，式（７）具有封闭形式
的解

Ｘｔ＋１＝Ｆ［（ＵＴＵ＋ρＩ）－１（Ｆ（ＦＵＴＹ＋ρ（Ｚｔ－Ｃｔ）））］
（１０）

其中ＵＴ是Ｕ的转置矩阵，Ｆ代表着离散傅里叶反变
换，Ｉ表示单位矩阵，ＦＵＴＹ在磁共振图像重构中表示

５８７
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零填充图像．式（８）可以改写为

Ｚｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
Ｚ

１
２ Ｚ－Ｒ

２
Ｆ＋
λ
ρ∑

Ｌ

ｉ＝１
Ｚｉ

ｐ
ｗ，ｓ （１１）

其中Ｒ＝Ｘｔ＋１＋Ｃｔ，Ｚｉ∈ＲＲ
ｄ×ｍ是来自于 Ｚ∈ＲＲ槡Ｎ×槡Ｎ的分

组．根据文献［７，１２］，当Ｎ足够大时，存在以下等式：
１
Ｎ Ｚ－Ｒ ２

Ｆ＝
１
Ｋ∑

Ｌ

ｉ＝１
Ｚｉ－Ｒｉ

２
Ｆ，Ｋ＝ｄ×ｍ×Ｌ（１２）

最终等式（１１）等价于

ａｒｇｍｉｎ
Ｚｉ
（∑

Ｌ

ｉ＝１

１
２ Ｚｉ－Ｒｉ

２
Ｆ＋τ Ｚｉ

ｐ
ｗ，ｓ） （１３）

其中τ＝λＫρＮ
．

文献［１２］证明ＷＳＮＭ可以等价地转化为独立的非
凸ｌｐ范数子问题，其全局最优解可以通过广义软阈
值［１６］（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｏｆｔＴｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＧＳＴ）算法进行求
解．因此，本文采用广义软阈值算法求解表达式（１３），
分组Ｚｉ解为

Ｚｉ＝ＵＲｉ×ＧＳＴ（σ（Ｒｉ），τｗｉ，ｐ）×Ｖ
Ｔ
Ｒｉ （１４）

其中Ｒｉ＝ＵＲｉΣＲｉＶ
Ｔ
Ｒｉ，ΣＲｉ为对角线是 Ｒｉ奇异值的对角矩

阵．在本文中，每个分组Ｚｉ的权重ｗｉ被设置为

ｗｉ＝
１

｜σ（Ｒｉ）｜＋ε
（１５）

其中ε是一个小常数．基于 ＷＳＮＭ约束的磁共振快速
图像重构算法如算法１所示．

　算法１　基于ＷＳＮＭ的磁共振图像重构算法

　输入：Ｚ０，Ｃ０，ρ，λ，ε，Ｔ
　ｆｏｒｔ＝０ｔｏＴ，ｄｏ
　　　通过式（１０）求解Ｘｔ＋１

　　　Ｒ＝Ｘｔ＋１＋Ｃｔ

　　　ｆｏｒｅａｃｈｇｒｏｕｐＲｉ
　　　　　　通过式（１４）求解Ｚｉ
　　　ｅｎｄｆｏｒ
　　　求解Ｚｔ＋１通过合并所有的分组Ｚｉ
　　　通过式（９）求解Ｃｔ＋１

　ｅｎｄｆｏｒ
　输出：Ｘ

３　实验及结果分析
　　为了验证基于加权 Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小化的磁共
振图像重构方法（ＷＳＮＭＭＲＩ）的重构性能，我们采用
三张全采样的 ＭＲ复值图像进行模拟实验，如图１（ａ）
～（ｃ）所示，它们分别是柠檬，切片为 ７和 １０的 Ｔ２
ｗｅｉｇｈｔｅｄ大脑磁共振图像，这些 ＭＲ数据来自于文献
［１７～２０］．图２（ｄ）和（ｅ）分别是加速因子为４（相当于
采样率为２５％）的伪径向采样矩阵和笛卡尔采样矩阵，
它们被用来欠采样Ｋ空间上的数据．

我们选取 ＰＢＤＷ［１７］，ＰＡＮＯ［１８］和 ＧＢＲＷＴ［１９］这三种
磁共振图像重构算法，与本文提出的方法进行重构性

能比较．实验中，上述三种算法选择对应文献中最优参
数设置．本文算法的相关参数设置如下：图像块大小为
６×６，搜索框大小为２０×２０，一个分组中相似图像块数
量为４０；正则化参数λ＝１ｅ６；ｐ＝０７，算法１中最大的
迭代次数Ｔ为６０，初始Ｚ０为零填充图像，Ｃ０为零矩阵；
针对不同的采样模式，我们设置不同的 ρ，以便在更快
的收敛速度下达到最好的重建效果．伪径向采样模式
下，ρ＝０００５；笛卡尔采样模式下，ρ＝００００５．同时，用
峰值信噪比（ＰｅａｋＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）、结构相
似度［２１］（ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＳｉｍｉｌａｒｉｔｙ，ＳＳＩＭ）作为客观评价指标
衡量不同算法的重构效果．两种客观评价指标的定义
分别为：

ＰＳＮＲ＝１０×ｌｏｇ１０
２５５２

Ｍ×Ｎ∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
（ｙ（ｉ，ｊ）－ｘ（ｉ，ｊ））( )２

（１６）

ＳＳＩＭ＝
（２μｘμｙ＋Ｃ１）（２σｘｙ＋Ｃ２）
（μ２ｘ＋μ

２
ｙ＋Ｃ１）（σ

２
ｘ＋σ

２
ｙ＋Ｃ２）

（１７）
其中，ｙ为重构的图像，ｘ为全采样下的图像，Ｍ与 Ｎ表
示图像的尺寸大小，μｘ与μｙ分别为两幅图像的均值，σ

２
ｘ

与σ２ｙ分别为两幅图像的方差，σｘｙ为两幅图像的协方
差，Ｃ１与Ｃ２是用来维持稳定的常数．
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３．１　基于ＷＳＮＭ的磁共振图像重构效果
图２～４分别展示了在欠采样２５％Ｋ空间数据的

条件下，不同算法重构三种磁共振图像的效果图．从局
部放大图来看，基于 ＷＳＮＭ的重构算法在图像质量和
细节保留方面优于其它算法，具有最好的 ＰＳＮＲ．从重
构误差放大图来看，基于 ＷＳＮＭ的重构算法在减少伪
影方面有明显的改善，更接近于全采样的磁共振图像．

表１记录了在伪径向欠采样和笛卡尔欠采样模式

下，利用不同算法重构磁共振图像的ＰＳＮＲ和ＳＳＩＭ值．
在实验中，基于 ＮＮＭ和 ＷＮＮＭ的重构算法也与基于
ＷＳＮＭ的重构算法进行比较，其中这三种算法的参数
都设置成一致，以便进行重构性能比较．从表１可以看
出，在两种欠采样模式下，本论文提出的 ＷＳＮＭＭＲＩ都
具有更高的峰值信噪比和结构相似性，表明该方法具

有更好地重构效果．
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表１　不同算法下的ＭＲＩ重构质量（ＰＳＮＲ／ＳＳＩＭ）

采样矩阵 算法 柠檬 Ｓｌｉｃｅ７ Ｓｌｉｃｅ１０

伪径向

采样

ＰＢＤＷ ３１．５１／０．９０１６３３．４７／０．９４９９３７．２５／０．９７１８
ＰＡＮＯ ３２．８９／０．９１０５３３．９４／０．９３９４３８．２２／０．９７３０
ＧＢＲＷＴ ３２．４８／０．８９３２３４．２４／０．９５５９３８．４５／０．９７５４
ＮＮＭ ３２．１７／０．９１２９３３．７２／０．９５４９３８．３１／０．９７８５
ＷＮＮＭ ３３．８２／０．９１６２３５．６８／０．９７１１３９．８６／０．９８１４
ＷＳＮＭ ３４．０８／０．９２３３３５．８５／０．９７１４４０．０８／０．９８１８

笛卡尔

采样

ＰＢＤＷ ２８．８８／０．８８３０３０．３８／０．９１２５３３．６８／０．９４４３
ＰＡＮＯ ２９．０７／０．８８７３３０．６１／０．９０２４３３．９９／０．９３５９
ＧＢＲＷＴ ２８．５４／０．８７４１３０．６７／０．９１７３３４．１６／０．９４７６
ＮＮＭ ２９．４３／０．８９７２３０．４０／０．９１７３３４．１４／０．９５６２
ＷＮＮＭ ３１．５８／０．９１５９３１．６５／０．９３７２３５．４６／０．９６３７
ＷＳＮＭ ３２．０４／０．９１６２３１．８１／０．９３８９３５．７５／０．９６４２

３．２　不同加速因子下重构性能的比较
图５和图６分别表示在伪径向采样和笛卡尔采样

模式下，ＰＢＤＷ，ＰＡＮＯ，ＧＢＲＷＴ和ＷＳＮＭ四种重构算法
在不同的加速因子下的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ．图１（ｃ）的大脑
磁共振图像作为实验对象．从图５和图６中可以看出，
随着加速因子的增加，即Ｋ空间数据的减少，所有算法
的重建质量下降，但是在任何采样模式、任何加速因子

下，基于ＷＳＮＭ算法重构的磁共振图像都具有更高的
ＰＳＮＲ和ＳＳＩＭ值，表明该方法在任何重构条件下具有
适用性．从图５、图６的实验结果，可以发现重构算法在
同样的采样率下，伪径向采样模式往往比笛卡尔采样

重建效果更好．

３．３　ＷＳＮＭ算法的参数选择分析
基于ＷＳＮＭ的磁共振图像重构方法的性能取决于

初始参数设置，在本章节中将讨论图像块（ｐａｔｃｈ）大小

以及参数ρ的变化对图像重构质量的影响，其中，当讨
论其中一个参数的时候，另外的参数都设置成上述实

验中默认的，实验采用图１（ｂ）作为测试对象．图７（ａ）
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展示了图像块大小对图像重构质量的影响，我们发现

在所有采样模式下最优的图像块大小是６×６，随着图
像块越来越大，ＰＳＮＲ逐渐减小．图７（ｂ）显示了参数 ρ
的变化对图像重构质量的影响，在不同的采样模式下，

最优参数 ρ并不相同．在笛卡尔采样模式下，当 ρ＝
００００５时，重构的磁共振图像 ＰＳＮＲ最佳；而在伪径向
采样模式下，当ρ＝０００５时，重构的磁共振图像质量最
好．因此，为了达到更好的重建效果，针对不同的采样
模式，应分别设置最优参数ρ．

４　结论
　　本论文提出了一种基于加权 Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数最小
化的磁共振图像重构方法，该算法结合了 Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范
数和加权核范数最小化（ＷＮＮＭ），用作秩函数最小化
方法，以便更加逼近低秩假设．同时，交替方向乘子算
法（ＡＤＭＭ）被用来解决 ＣＳＭＲＩ重建的相关最小化问
题．实验结果表明，相比较于其它磁共振重构算法，本
文算法可以有效地提高磁共振图像的精度和减少磁共

振图像重构误差．在未来的工作中，我们将所提出的方

法应用于动态磁共振成像研究中．
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